Planche n° 28. Espaces vectoriels : corrigé

Exercice n° 1

1) La fonction nulle est dans F et en particulier, F # @. Soient alors (f,g) € F? et (A, u) € R?.

(Af + 1g)(0) + (Af + ug) (1) = A(f(0) + (1)) + n(g(0) + g(1)) = 0.
Par suite, Af + g est dans F. On a montré que

0cFetV(f,g) e F, V(\,u) e R*, Af+pug e F.
F est donc un sous-espace vectoriel de E.

2) La fonction nulle est dans F et en particulier, F # @. Soient alors (f, g) € F? et (A, u) € R

(Af 4+ 1g)(0) = Af(0) + ng(0) = 0.
Par suite, Af + nug est dans F. On a montré que

0cFetV(f,g) e F, V(\,u) e R*, Af+pug e F.
F est donc un sous-espace vectoriel de E.
3) F ne contient pas la fonction nulle et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.

4) La fonction nulle est dans F et en particulier, F # &. Soient alors (f, g) € F2 et (A, ) € R2. Pour tout réel x de [0, 1],

(Af + ug)(x) + (Af + ug) (T —x) = A(f(x) + f(1 —x)) + u(g(x) + g(1 —x)) =0

et donc Af + pg est dans F. F est un sous-espace vectoriel de E.

1
5:0).
5) F contient la fonction constante 1 mais pas son opposé la fonction constante —1 et n’est donc pas un sous-espace
vectoriel de E.

Remarque. Les graphes des fonctions considérés sont symétriques par rapport au point (

6) F ne contient pas la fonction nulle et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de E.
Exercice n° 2
Dans les cas ot F est un sous-espace, on a a chaque fois trois démarches possibles pour le vérifier :

- Utiliser la caractérisation d’un sous-espace vectoriel.
- Obtenir F comme noyau d’une forme linéaire ou plus généralement, comme noyau d’une application linéaire.
- Obtenir F comme sous-espace engendré par une famille de vecteurs.

Je détaille une seule fois les trois démarches.
1) lére démarche. F contient le vecteur nul (0,...,0) et donc F # @. Soient alors ((x1,...,%n), (X],...,x})) € F? et
(A, u) €R%Z. Ona
AXTy ey Xn) + Xy ooy X)) = (AX7 + 1X]y e v oy AXy + pXg,)
avec Axq + px; = 0. Done, A(x1,...,Xn) + 1(x{,...,x,) € F. F est un sous-espace vectoriel de R™.

2éme démarche. L’application (x7,...,Xn) +— X7 est une forme linéaire sur R™ et F en est le noyau. F est donc un
sous-espace vectoriel de R™.

3éme démarche.

F={(0,X2, .y Xn), (X2,0ey%n) € R T} ={x2(0,1,0,...,0) + ... +xn(0,...,0,1), (x2,...,%n) € R* '}
= Vect((0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).
F est donc un sous-espace vectoriel de R™.
2) F ne contient pas le vecteur nul et n’est donc pas un sous-espace vectoriel de R™.

3) (Ici, n > 2). L’application (x1,...,xn) — X1 — X2 est une forme linéaire sur R™ et F en est le noyau. F est donc un
sous-espace vectoriel de R™.
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4) L’application (X1, ...,xXn) — X1 + ... + X5 est une forme linéaire sur R™ et F en est le noyau. F est donc un sous-espace
vectoriel de R™.

5) (Ici, n > 2). Les vecteurs e; = (1,0, ...,0) et e2 = (0, 1,0...,0) sont dans F mais e; + e, = (1,1,0...0) n’y est pas. F n’est
donc pas un sous espace vectoriel de E.

Remarque. F est la réunion des sous-espaces {(x1,...,xn) € R™/ x1 =0} et {(x1,...,xn) € R™/ x3 =0}
Exercice n° 3
11 suffit de montrer que C C B.

Soit x un élément de C. Alors x € A+ C = A+ B et il existe (y,z) € A x B tel que x =y + z. Mais z € B C C et donc,
puisque C est un sous-espace vectoriel de E, y = x — z est dans C. Donc, y € AN C = ANB et en particulier y est dans
B. Finalement, x =y + z est dans B. On a montré que tout élément de C est dans B et donc que, C C B. Puisque d’autre
part BC C,ona B =C.

Exercice n° 4

Soit u' = (sin(nB))nen. On a uw=T.u+ 0.1/, puis v = cos a.u— sin a.u’, puis w = cosb.u—sinb.u’. Les trois suites u, v
et w sont donc combinaisons linéaires des deux suites u et 1’ et constituent par suite une famille liée (p + 1 combinaisons
linéaires de p vecteurs constituent une famille liée).

Exercice n°5

Soit (A, ) € R2.

a+2b=A
2a—b =
(A1, —37,—3) € F& 3(a,b) € R?/ (A, —37,—3) = au+ bv & I(a,b) € R2/ _5a+4b”: 3
3a+7b=-3
a+2b=A
& 3(a,b) e R?/ - s
’ Ry L, M7 126 _ 620
po_126 W=2X gty 97
T

Exercice n° 6
Posons F = Vect(a,b) et G = Vect(c,d). On a immédiatement ¢ +2d = a et 2c —d = b et donc a et b sont dans G.

Puisque G est un sous-espace vectoriel de R*, on en déduit que Vect(a,b) C G ou encore F C G.

1 2 2 1
En inversant les égalités précédentes, on obtient ¢ = ga—l— Eb et d= ha Eb' Par suite, {c,d} C G et donc Vect(c,d) C F
ou encore G C F. Finalement F = G.

Exercice n° 7

1) Si f existe alors nécessairement, pour tout (x,y,z) € R3

f((XaU»Z)) = Xf((1a0a0)) +yf((0a 1a0)) +Zf((0)0)])) :X(])]) +y(0a 1) +Z(_])]) = (X_Z)X+y +Z)-
On en déduit 'unicité de f.

Réciproquement, f ainsi définie vérifie bien les trois égalités de 1’énoncé. Il reste donc & se convaincre que f est linéaire.
. 2
Soient ((x,y,2), (x",y’,z")) € (R®)” et (A, p) € R%.

(A + ux', Ay + py’s Az + uz'))

(Ax + ux’) — Az + pz’), Ax + ux’) + Ay + wy’) + Az + pz'))
=Ax—2z) +ux'—z2')Ax+y+z)+ux'+y' +2z')
(x—z,x+y+z)+ux' —z',x' +y' +2')

f((x,y,2)) + uf((x',y',2").

f(A(x,y,2) + u(x’,y’,z"))

f
(

A
A
f est donc linéaire et convient. On en déduit ’existence de f. On a alors f((3,—1,4)) = (3—4,3—1+4) = (—1,6).
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Remarque. La démonstration de la linéarité de f ci-dessus est en fait superflue car le cours donne ’expression générale
d’une application linéaire de R™ dans RP.

2) Détermination de Kerf. Soit (x,y,z) € R3.

(x,y,2) € Kerf & f((x,y,2)) = (0,0) & (x —z,x+y +z) = (0,0) <:>{ x—z=0 { r=x

x+y+z=0 y=—2x

Donc, Kerf = {(x,—2x,x), x € R} = {x(1,—2,1), x € R} = Vect((1,—2,1)). La famille ((1,—2,1)) engendre Kerf et est
libre. Donc, la famille ((1,—2,1)) est une base de Kerf.

Détermination de Imf. Soit (x/,y’) € R?.

(x',y") € Imf & 3(x,y,2) € R*/ f((x,y,2)) = (x,y)

o~ A
@a(x,y,z)eﬂ@/{ , @a(x,y,z)ew/{z"‘ x

y=—2x+x"+y’

Xx—z=x'
xt+ty+z=y
z=x—x'

a au moins une solution.
y=—-2x+x"+y’

& le systéme d’inconnue (x,y,z) : {

Or, le triplet (0,x’4+y’,—x’) est solution et le systéme proposé admet une solution. Par suite, tout (x’,y’) de R? est dans
Imf et finalement, Imf = R2.

Exercice n° 8

1) On a toujours Kerf C Kerf2. En effet, si x est un vecteur de Kerf, alors f?(x) = f(f(x)) = f(0) = 0 (car f est linéaire)
et x est dans Kerf?.

Montrons alors que : [Kerf = Kerf? & Kerf N Imf = {0}].

e Supposons que Kerf = Kerf? et montrons que Kerf N Imf = {0}.

Soit x € Kerf N Imf. Alors, d’une part f(x) = 0 et d’autre part, il existe y élément de E tel que x = f(y). Mais alors,
f2(y) = f(x) =0 et y € Kerf? = Kerf. Donc, x = f(y) = 0.

Ceci montre que Kerf N Imf C {0}. D’autre part, puisque f est linéaire, Kerf et Imf sont des sous-espaces vectoriels de E
et donc Kerf N Imf est un sous-espace vectoriel de E. On en déduit que {0} € Kerf N Imf puis que Kerf N Imf = {0}.

On a montré que Kerf = Kerf? = Kerf N Imf = {0}.

e Supposons que Kerf N Imf = {0} et montrons que Kerf = Kerf?.

Soit x € Kerf2. Alors f(f(x)) = 0 et donc f(x) € Kerf N Imf = {0}. Donc, f(x) = 0 et x est dans Kerf. On a ainsi
montré que Kerf? C Kerf et, puisque l'on a toujours Kerf C Kerf2, on a finalement Kerf = Kerf2. On a montré que
Kerf N Imf = {0} = Kerf = Kerf? et finalement que

Kerf = Kerf? & Kerf N Imf = {0}.

On a toujours Imf? C Imf. En effet : y € Imf?> = Ix € E/y = f(f(x)) = y € Imf.
Montrons alors que : [Imf = Imf? & E = Kerf + Imf].

e Supposons que Imf = Imf? et montrons que Kerf + Imf = E.

Soit x € E. Puisque f(x) € Imf = Imf?, il existe t € E tel que f(x) = f%(t). Soit alors z = f(t) et y = x — f(t). On a
bien x = y + z et z € Imf. De plus, f(y) = f(x) — f(f(t)) = 0 et y est bien élément de Kerf. On a donc montré que
E = Kerf + Imf.

e Supposons que Kerf 4+ Imf = E et montrons que Imf = Imf?.

Soit x € E. Il existe (y,z) € Kerf x Imf tel que x =y + z. Mais alors f(x) = f(z) € Imf? car z est dans Imf. Ainsi, pour
tout x de E, f(x) est dans Imf? ce qui montre que Imf C Imf? et comme on a toujours Imf?> C Imf, on a montré que
Imf = Imf?. Finalement

Imf = Imf? & E = Kerf + Imf.
2) I1d — p projecteur & (Id —p)? =1d—p & 1d —2p +p? =1d — p & p? = p & p projecteur.

Soit x un élément de E. x € Imp = Fy € E/ x = p(y). Mais alors p(x) = p?(y) = p(y) = x.

Donc, Vx € E, (x € Imp = p(x) = x).

Réciproquement, si p(x) = x alors bien str, x est dans Imp.
Finalement, pour tout vecteur x de E, x € Imp & p(x) =x & (Id —p)(x) =0 & x € Ker(Id — p). On a montré que
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Imp = Ker(Id —p).

En appliquant ce qui précéde a Id —p qui est également un projecteur, on obtient Im(Id—p) = Ker(Id— (Id—p)) = Kerp.
Enfin, puisque p? = p et donc en particulier que Kerp = Kerp? et Imp = Imp?, le 1) montre que E = Kerp & Imp.

3)

p=poqetq=qop&po(ld—q)=0et qo(ld—p) =0« Im(ld—q) C Kerp et Im(Id —p) C Kerq
& Kerq C Kerp et Kerp C Kerq (d’aprés 2))
& Kerp = Kerq.

4) Supposons que poq+qop = 0 Alors, poq = (pop)oq =po(poq) = —po(qop) et de méme, qop = qopop = —poqop.
En particulier, pogq=qopetdonc0=poq+qop=2poq=2qoppuispoq=qgop=0.
La réciproque est immédiate.
p +q projecteur & (p+q)* =p+q&p>+pq+qp+q>=p+q & pq+qp =06 pq=qp =0 (d’apres ci-dessus).
Ensuite, Im(p + q) = {p(x) + q(x), x € E} C {p(x) + q(y), (x,y) € E?} = Imp + Imq.
Réciproquement, soit z un élément de Imp + Imq. Il existe deux vecteurs x et y de E tels que z = p(x) + q(y). Mais alors,
p(z) =p*(x) +pa(y) = p(x) et q(z) = qp(x) + q*(y) = q(y) et donc

z=p(x) +ply) =plz) +4q(z) = (p+ q)(z) € Im(p + q).
Donc, Imp + Imq C Im(p + q) et finalement,

Im(p + q) = Imp + Imgq.
KerpNKerq ={x € E/ p(x) = q(x) =0} C {x € E/ p(x) + q(x) = 0} = Ker(p + q).

Réciproquement, si x est élément de Ker(p + q) alors p(x) + q(x) = 0.
Par suite, p(x) = p2(x) +pd(x) = p(p(x) + q(x)) = p(0) = 0 et q(x) = qp(x) + 4(x) = q(0) = 0. Done, p(x) = q(x) = 0
et x € Kerp NKerq. Finalement,

Ker(p + q) = Kerp N Kerq.

Exercice n° 9

1) Soitx e E.xe (ANB)+(ANC)=3yeAnB, 3z AnC/x=y+z
Yy et z sont dans A et donc x =y + z est dans A car A est un sous-espace vectoriel de E.
Puis y est dans B et z est dans C et donc x =y + z est dans B 4 C. Finalement,

VxeE xe(ANB)+(ANC)=xeAN(B+ C)l.

Autre démarche.
(ANBCBet ANCcCC)=(ANB)+(ANC)CB+Cpuis ANBCAetANCCA=(ANB)+(ANC)CA+A=A),
et finalement (ANB)+ (ANC)C AN (B+C).

2) Si on essaie de démontrer U'inclusion contraire, le raisonnement coince car la somme y + z peut étre dans A sans que
ni y, ni z ne soient dans A.

Contre-exemple. Dans R?, on considére A =R.(1,0) = {(x,0), x € R}, B=R.(0,1) et C =R.(1,1).
B+C=R?et AN(B+C)=Amais ANB={0}et ANC ={0} et donc (ANB)+(ANC)={0}#AN(B+C).

3)ANBCB=(ANB)+(ANC)CB+(ANC) mais aussi (ANB)+(ANC)CA+A=A.
Done, (ANB)+(ANC)CAN(B+(ANCQC)).

Inversement, soit x € AN (B4 (ANC)) alors il existe y € B et z € ANC tel que x =y + z. Mais alors, x et z sont dans A
et donc y = x — z est dans A et méme plus précisément dans A N B. Donc, x € (ANB)+ (ANC).
Ceci montre que AN (B+ (ANC)) Cc (ANB)+ (ANC) et finalement,

ANB+(ANC)=(ANB)+ (ANC).
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Exercice n° 10

1) Pour (x,y,z,t) € R* on pose f((x,y,z,t)) = x — 2y, g((x,y,z,t)) =y — 2z et h((x,y,z,t)) =x—y+z—t. f, get
h sont des formes linéaires sur R*. Donc, V = Kerf N Kerg est un sous-espace vectoriel de R* en tant qu’intersection de
sous-espaces vectoriels de R* et W = Kerh est un sous-espace vectoriel de R?.

2) Soit (x,y,z,t) € R,

x =2y x =4z
(x,y,z,t)éV(z}{ y=2z <:><:>{ y=2z

Donc, V ={(4z,2z,2,t), (z,1) € R?} = Vect(er,e;) ot e; = (4,2,1,0) et e; = (0,0,0,1). Montrons alors que (er, e>) est
libre. Soit (z,t) € R?.

zer +tex =0 = (4z,22,z,t) = (0,0,0,0) = z=t =0.
Donc, (e7,e2) est une base de V.

Pour (x,y,z,t) € R*, (x,y,2z,t) € W & t =x—y+2z. Donc, W ={(x,y,z,x —y +z), (x,y,z) € R3} = Vect (e], e}, e}) ou
e} =(1,0,0,1), 5 =(0,1,0,—1) et e = (0,0,1,1).

Montrons alors que (e}, e}, e}) est libre. Soit (x,y,z) € R3.
xe] +ye;, +ze; =0= (x,y,z,x—y +2z) =(0,0,0,0) = x=y=2z=0.
Donc, (e7,e5,e5) est une base de W.

Soit (x,y,z,t) € R*.

x =4z x =4z
xy,z,t) EVNWES ¢ y=2z S y=2z
x—y+z—t=0 t=3z

Done, VNW ={(4z,2z,2,3z), z € R} = Vect(e) ou e = (4,2,1,3). De plus, e étant non nul, la famille (e) est libre et est
donc une base de VN'W.

3) Soit u = (x,y,z,t) un vecteur de R*. On cherche v = (40,20, ¢, ) € Vet w = (a,b,c,a —b+c) € W tels que
u=v-+w.

4o+ a=x a=x—4x

_ 20+b=y b=y —2x

u=viwe xt+c=z TV c=z-«
B+a—b+c=t B=—x4+y—z+t+3x

et x=0,p=-—x+y—z+t,a=x, b=y et c=z conviennent. Donc, Yu € R*, I(v,w) € Vx W/ u=v+w. On a
montré que
R =V+W.
Exercice n° 11
1) C contient l'identité de R, mais ne contient pas son opposé. Donc, C n’est pas un espace vectoriel.

2) Montrons que V est un sous-espace vectoriel de ’espace vectoriel des applications de R dans R. V est déja non vide
car contient la fonction nulle (0 =0 — 0).

Soit (f1,f2) € V2. 1l existe (g1, g2, h1,ha) € C* tel que f; = g1 —hy et f2 = g2 — h,. Mais alors,

f1 +1f2 = (g1 +9g2) — (h1 + h2).

Or, une somme de fonctions croissantes sur R est croissante sur R, et donc, g1 + g2 et hy + h, sont des éléments de C ou
encore f1 + f, est dans V.

Soit f € Vet A € R. Il existe (g,h) € V2 tel que f = g —h et donc Af = Ag — Ah.
SiA >0, Ag et Ah sont croissantes sur R et Af est dans V.
Si A < 0, on écrit Af = (—Ah) — (—Ag), et puisque —Ag et —Ah sont croissantes sur R, Af est encore dans V.

En résumé, V n’est pas vide et est stable pour + et . et on a donc montré que V est un sous-espace vectoriel de ’espace
vectoriel des applications de R dans R.
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Exercice n° 12

Soit (x,y) € E2.

T+N).x+y)=T.x+y)+1.x+y)=x+y)+(x+y)=x+y+x+y

mais aussi

T+D.x+y)=0+Dx+0+1)y=x+x+y+y.

Enfin, (E,+) étant un groupe, tout élément est régulier et en particulier x est régulier & gauche et y est régulier a droite.
Aprés simplification, on obtient y +x = x +y. On a montré que pour tout couple (x,y) élément de E?, x +y =y + x.

Exercice n° 13

Soit F=(ANB)+(ANC)+(BNC).
FCA+A+B=A+4+BpuisFCA+C+C=A+Cpuis FC B+C+C = B+C et finalement F C (A+B)N(A+C)N(B+C).

Exercice n° 14

Soit w=(1,1,...,1). F = Vect(u) et donc F est un sous espace vectoriel de R™. G est un sous espace vectoriel de R™, car
G est le noyau de la forme linéaire (X1, ...,Xn) — X7 + ... + Xn.

Soit x = (X1,...,Xn) € R™ et soit A € R.

n -I n
x—?\uEG(:)(m—)\,...,xn—)\)EG@Z(xk—Mzo(:))\:E];xk.

k=1
Donc,
Yx e R™, AN e R/ x—Au € G,
et donc,
R"=Fa®G.
Le projeté sur F paralléelement & G d’un vecteur x = (X1, ..., Xn) est

<% Z Xk> U= <:—1 Z XKy ooey % Z Xk>
k=1 k=1 k=1

et le projeté du méme vecteur sur G parallélement & F est
T & T & T &
X — <H;Xk> U= <X] — E};xk,...,xn— H;Xk> .

Exercice n° 15

a
1) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Si v/n € Q, il existe (a,b) € (N*)? tel que y/n = 3 ou encore tel que

n x b? = a?. Mais alors, par unicité de la décomposition d’un entier naturel supérieur ou égal & 2 en facteurs premiers,
tous les facteurs premiers de n ont un exposant pair ce qui signifie exactement que n est un carré parfait.
Sin=0oun=1, yn € Q etn est d’autre part un carré parfait. On a montré que

vn €N, (vn € Q = n est un carré parfait)

ou encore par contraposition

vn € N, (n n’est pas un carré parfait = v/n ¢ Q).

2) D’aprés 1), v/2, v/3 et /6 sont irrationnels.
E = Vectg(T, Vv2,V/3,1/6) et donc, E est un Q-espace vectoriel et (1, V2,3, \/E) en est une famille génératrice.

Montrons que cette famille est Q-libre. Soit (a,b,c,d) € Q%.

2 2
a+bVZ+cV3+dve=0= (a+d\/€) - (—b\fz—cx/i) = a2 +2adV6 + 642 = 2b2 + 2bcv6 + 3¢2

= a? —2b%? —3c? + 6d% = 2(—ad + be)Ve.
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a? —2b% —3c? 4+ 6d2

Puisque v/6 ¢ Q, on obtient a? —2b? —3c? 4+6d? = 2(—ad+bc) =0 (car si bc—ad # 0, V6 = 3 ad £ b0 €qQ)
ou encore,

a?—3c2=2b2—-6d%2 (1)

ad=bc (2)
De méme,

2 2
Aa+bvV2+eV3+dvVe=0= (a+cx/§) - (—b\/i—d\fe) = a? +2acV3 + 3¢2 = 2b2 + 4bdV/3 + 642

N a2 +3c2 =2b2+6d2 (3)
ac =2bd (4)

(puisque v/3 est irrationnel). En additionnant et en retranchant (1) et (3), on obtient a? = 2b? et ¢? = 2d?. Puisque v2
est irrationnel, on ne peut avoir b # 0 (car alors v2 = :l:% € Q) oud #0. Done, b =d =0 puis a = ¢ = 0. Finalement,

la famille (1, V2,3, \/@) est Q-libre et est donc une base de E.

Exercice n° 16

1) Notons respectivement s et c, les fonctions sinus et cosinus.

fq =cosa.s+sina.c, f, = cosb.s+sinb.c et f. = cosc.s+sinc.c. Donc, fq, fy et fc sont trois combinaisons linéaires des
deux fonctions s et ¢ et constituent donc une famille liée (p + 1 combinaisons linéaires de p vecteurs donnés constituent
une famille liée).

2) fo, f1 et f2 sont trois combinaisons linéaires des deux fonctions x — 1 et x — x. Donc, la famille (fo,fq,f2) est une
famille liée puis la famille (f;,)nez est liée en tant que sur-famille d’une famille liée.

3) Pour « réel donné et x > 0, posons f(x) = x*.
Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2 puis (1, ..., xn) € R™ tel que o1 < ... < xn. Soit encore (A1, ...,An) € R™.

D Aifay, =0=>Vx €]0; 400, ) Aex™ = 0= Vx €]0;+00l, Y Aex™ % =0,
k=1 k=1 k=1

(en divisant les deux membres par x*™). Dans cette derniére égalité, on fait tendre x vers +oo et on obtient A, = 0. Puis,
par récurrence descendante, A1 = ... = A; = 0. On a montré que toute sous-famille finie de la famille (fo)xcr est libre
et donc, la famille (fy)xer est libre.

4) Pour a réel donné et x réel, posons fq(x) =[x — a|. Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 2, puis ay,...,an, n
n
réels deux a deux distincts. Soit (A1, ...,An) € R™ tel que Z McFa, =0.

k=1
S’il existe 1 € [1,n] tel que A; # 0 alors,

1
fa, =—5- > Nefa,.
bt

1

Mais cette derniére égalité est impossible car fq, n’est pas dérivable en a; alors que W Z Akfa, Vest. Donc, tous les A;
g

sont nuls. Ceci montre que la famille (fq),p est libre.

Exercice n° 17

1) & / Soit (u,v)((-Z(E))?. On suppose qu’il existe w € Z(E) tel que u = w o v. Soit x un élément de Kerv. Alors
v(x) =0 et donc u(x) =w(v(x)) = w(0) = 0. Mais alors, x est dans Keru. Donc Kerv C Keru.

= / Supposons que Kerv C Keru. On cherche & définir w, élément de .Z(E) tel que wov = u. Il faut définir précisément
w sur Imv car sur E \ Imv, on a aucune autre contrainte que la linéarité.

Soit y un élément de Imv. (Il existe x élément de E tel que y = v(x). On a alors envie de poser w(y) = u(x) mais le
probléme est que y, élément de Imv donné peut avoir plusieurs antécédents x, x’... et on peut avoir u(x) # u(x’) de sorte
que Pon n’aurait méme pas défini une application w.)

Soient x et x’ deux éléments de E tels que v(x) =v(x’) =y alors v(x —x’) = 0 et donc x — x’ € Kerv C Keru. Par suite,
u(x —x’) =0 ou encore u(x) = u(x’). En résumé, pour y élément donné de Imv, il existe x élément de E tel que v(x) = y.
On pose alors w(y) = u(x) en notant que w(y) est bien uniquement défini, car ne dépend pas du choix de 'antécédent x
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de y par v. w n’est pas encore défini sur E tout entier. Notons F un supplémentaire quelconque de Imv dans E (D'existence
de F est admise).

Soit X un élément de E. Il existe deux vecteurs y et z, de Imv et F respectivement, tels que X = y + z. On pose alors
w(X) = u(x) ot x est un antécédent quelconque de y par v (on a pris pour restriction de w a F I'application nulle). w
ainsi définie est une application de E dans E car, pour X donné, y est uniquement défini puis u(x) est uniquement défini
(mais pas nécessairement x).

Soit x un élément de E et y = v(x). w(v(x)) = w(y) =w(y+0) = u(x) (car 1) y est dans Imv 2) 0 est dans F 3) x est un
antécédent de y par v) et donc wov =u.

Montrons que w est linéaire. Soient, avec les notations précédentes, X1 =yj +z1 et Xa =y + 25 ...

w(Xy +X2) =w((yr +y2) + (z1 +z2)) =u(x1 +x2) (carys +y2 =v(x1) +v(x2) =v(x1 +x2) et car z; + 2z, € F)
=u(x1) +u(x2) =w(X1) +w(Xz)

et

w(AX) = w(Ay + Az) = u(Ax) = Au(x) = Aaw(X).
2) On applique 1) a u = 1d.

v injective & Kerv = {0} & Kerv C Kerld & 3w € Z(E)/ wov = Id.

Exercice n° 18

1) VP € E, f(P) = P’ est un polynome et donc f est une application de E vers E.
V(P,Q) € EZ, V(A u) € R, f(AP 4+ uQ) = (AP + uQ)’ = AP/ 4+ uQ’ = Af(P) + uf(Q) et f est un endomorphisme de E.

Soit P € E. P € Kerf & P’ =0 & P est constant. Kerf n’est pas nul et f n’est pas injective.

Soient Q € E puis P le polynéme défini par : Vx € R, P(x) = J'X Q(t) dt. P est bien un polynéme tel que f(P) = Q. f est
surjective. °

Soit F ={P € E/ P(0) = 0}. F est un sous espace de E en tant que noyau de la forme linéaire P — P(0). KerfNF = {0} car si un

polynome est constant et s’annule en 0, ce polynéme est nul. Enfin, si P est un polynéme quelconque, P = P(0)+ (P—P(0))
et P s’écrit bien comme la somme d’un polynéme constant et d’un polyndéme s’annulant en 0. Finalement E = Kerf & F.

2) On montre facilement que g est un endomorphisme de E.
X

P € Kerg = ¥x € R, J P(t) dt =0 = ¥x € R, P(x) =0 (en dérivant les deux membres de 1’égalité). Donc, Kerg = {0} et
0
donc g est injective.

Si P est dans Img alors P(0) = O (ce qui montre que g n’est pas surjective car par exemple, le polynéme 1 n’a pas
d’antécédent par g).

X

Réciproquement, si P(0) =0 alorSJ P’(t) dt = P(x) —P(0) = P(x) ce qui montre que P = g(P’) est dans Img. Finalement,
0

Img={P €t/ P(0) =0}
Exercice n° 19

1) a) La suite nulle est dans F.
Soient (u,v) € F2 et (A, u) € C2. Pour tout entier naturel n,

a(Au+ Hv)n_g_z +b(Au+ Hv)n_g_] +c(Au+ W), =a (Min2 + uvna2) + b (Aung + 1) + ¢ (Aun + pvn)
=A(aUni2 +bunit +cun) + p(avniz2 +bvngg +cvy)
=Ax04+ux0=0,

et donc la suite Au+pv est dans F. En résumé, F contient O et est stable par combinaison linéaire. Donc, F est un sous-espace
vectoriel de E.

b) @ est bien une application de E dans E. Soient (u,v) € F2 et (A, u) € C?. Pour tout entier naturel n,
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eAML+ uw)n = a(Au+ wW)ni2 + AU+ puv)n 1 + c(Au + pv)n
= a(Mni2 + Wni2) + b (Auni1 + pnir) + ¢ (Aun + pvn)
=A(aUni2 +buni1 +cun) + p(avniz2 +bvnir +evn) =A@ (Wn + pe(V)n
= (Ap(u) + ne((v)), ,

et donc @(Au + pv) = A@(u) + pe(v). Ainsi, @ est un endomorphisme de E. Puisque F = Kerg, F est un sous-espace
vectoriel de E.

2) a) La fonction nulle est dans F.
Soient (f,g) € F? et (A, u) € C%. Pour tout réel x de I,

a(AMf+pg)” (x) +b(Af+pg) (x) +c (Af + pg) (x) = a (Af”(x) + ng” (x)) + b (Af'(x) + g’ (x)) + ¢ (Af(x) + png(x))
= A(af”(x) + bf'(x) + cf(x)) + n(ag”(x) + bg’(x) + cg(x))
=Ax0+ux0=0,

et donc la fonction Af + g est dans F. En résumé, F contient O et est stable par combinaison linéaire. Donc, F est un
sous-espace vectoriel de E.

b) @ est application de E dans E car si f € E, alors @(f) = af” 4+ bf’ + cf est définie et de classe C* sur I ou encore @(f)
est un élément de E.

Soient (f,g) € F2 et (A, u) € C?. Pour tout réel x de I,

(Af 4+ 1g)” (x) + b (Af +pg)’ (x) + ¢ (Af + pg) (x)

(Af(x) +ug” (%)) + b (AMf'(x) + 1g’(x)) + ¢ (Af(x) + pg(x))
(af”(x) + bf'(x) + cf(x)) + n(ag”(x) +bg’(x) + cg(x))
@(f)(x) + pe(g)(x) = (A@(f) + ne(g))(x),

et donc @(Af + ng) = A@(f) + ne(g). Ainsi, @ est un endomorphisme de E. Puisque F = Ker@, F est un sous-espace
vectoriel de E.

@(Af + ng)(x)

a
a
A
A

Exercice n° 20
1) F contient 0 et donc CgF ne contient pas 0. Par suite, CgF n’est pas un sous-espace vectoriel de E.
2)a) e SiFC GouGCF, alors FUG =G ou FUG =F. Dans tous les cas, FU G est un sous-espace vectoriel de E.

e Réciproquement, supposons que FU G soit un sous-espace vectoriel de E. Si F C G, c’est fini. Sinon, F ¢ G et il existe
un vecteur xg € E tel que xo € F et xo ¢ G. Montrons alors que G C F.
Soit x € G. Alors, x € FUG et xo € FUG. Puisque FU G est un sous-espace vectoriel de E, x +xo € FUG.

Six+xp € G, alors (x +x0) —x € G ou encore xo € G ce qui n’est pas. Donc, x + xo € F. Mais alors, (x +xp) —xo € F
ou encore x € F. On a montré que

VYx €E, (xeG=x€eF),
et donc que G C F.

b) F+ G est un sous-espace vectoriel de E contenant F et G et donc contenant FU G. D’autre part, si H est un sous-espace
vectoriel contenant FU G, H contient F et G et donc aussi ’ensemble des sommes d’un élément de F et d’un élément de G
c’est-a-dire F+ G. Finalement,

Vect(FUG) =F+ G.
Exercice n° 21

gof=0&Vx€eE, g(f(x)) =05 Vx € E, f(x) € Kerg
& Imf C Kerg.
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Exercice n° 22

Soit x € E.

x € Ker(gof) & g(f(x)) =0 & f(x) € Kerg
Sxef! (Kerg).

Ceci montre que Ker (g o f) = f~1 (Kerg).

Exercice n° 23

e Montrons que la famille (1,z) est une famille libre du R-espace vectoriel C.

Soit (A, pu) € R? tel que A x 1+ uxz=0.Siu=#0, alors z = —A. En particulier, z est réel ce qui n’est pas. Donc u =0
puis A = 0. "

Ainsi, V(A\,u) € R?, (A1 +nz=0=A=pn=0) et donc la famille (1,z) est une famille libre du R-espace vectoriel C.

e Montrons que la famille (1,z) est une famille génératrice du R-espace vectoriel C. Posons z = « + i o « et B sont
deux réels. Puisque z ¢ R, on a 3 # 0.
Soit Z € C. Posons Z = a + ib ol a et b sont deux réels. Alors

b bx ap —bux b
Z=a+ib=—(a+ipf)——4+a=—1+—-2
& B & B
ap—ba b o o . ) . .
avec ———— et — réels. Donc Z est combinaison linéaire A coefficients réels de 1 et z. Par suite, la famille (1,z) est une

famille génératrice du R-espace vectoriel C.

En résumé, la famille (1,z) est une famille libre et génératrice du R-espace vectoriel C. Donc la famille (1,z) est une base
du R-espace vectoriel C.

Exercice n° 24

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 puis aj, ..., an N réels tels que a1 < a; <...< an.

Supposons par 'absurde la famille (fq,,...,fq, ) liée. Il existe (A1,...,An) # (0,...,0) tel que Aifq, +...+Anfq, =0.
{k € [1,n]/ Ac # 0} est une partie non vide (par hypothése) de N et majorée par n. Donc {k € [1,n]/ Ak # 0} admet un
plus grand élément.

Soit p = Max{k € [1,n]/ A # 0}. Par définition de p, on a A, # 0 et pour tout réel x, Aje®'™ + ...+ Ay e*»* = 0. On
divise les deux membres de cette égalité par e®»* qui n’est pas nul et on obtient pour tout réel x,
Ape (@l Ay g (@ dmx gy =0,

On fait tendre x vers 400 et on obtient A, = 0 (car Yk < p, ap — ax > 0). Ceci contredit le fait que A, # 0. Donc, il
n’existe pas (A1,...,An) # (0,...,0) tel que Afq, + ...+ Anfq,, = 0. Ceci montre que la famille (far)1<ren est libre.

On a montré que toute sous-famille finie de la famille (fy) ., est libre et donc la famille (fq),p est libre.
Exercice n° 25

Soient @ et VP deux formes linéaires telles que @ x P = 0. Pour tout élément x de E, on a @(x) x P(x) = 0. Supposons
par Pabsurde que @ # 0 et P # 0. Donc il existe xo et x; deux éléments de E tels que @ (xo) # 0 et P (x1) # 0. Puisque
@ (x0) X U (x0) =0 et que @ (xo) # 0, on en déduit que P (xo) = 0. De méme, @ (x7) = 0. Mais alors

@ (xo +x1) XY (%0 +x1) = (@ (x0) + @ (x1)) (P (x0) +P (x1))
=@ (x0) P (x0) + @ (xo) ¥ (x1) + @ (x1) P (x0) + @ (x1) W (x1)
= ¢ (x0) ¥ (x1) #0.
Ceci contredit le fait que pour tout élément x de E, on a @(x) x Pp(x) = 0. Donc, ¢ =0 ou P = 0.
Exercice n° 26

e Montrons que la famille ((X — a)k)0<k<n est génératrice de R, [X].
Soit P € R, [X]. D’aprés la formule de TAYLOR,
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Donc P est combinaison linéaire des polynémes 1, X — a, ..., (X — a)™. Ceci montre que la famille ((X — a)k)0<k<n est
génératrice de R, [X].

e Montrons que la famille ((X — a)k)

> AX—a)k=o0.
0

k=
{k € [0,n]/ Ax # 0} est une partie non vide (par hypothése) de N et majorée par n. Donc {k € [0,n]/ Ak # 0} admet un
plus grand élément.

o<kn St libre. Supposons par I'absurde qu’il existe (Ag,...,An) # (0,...,0) tel que

P
Soit p = Max{k € [0,n]/ Ak # 0}. Par définition de p, on a A, # 0 et pour tout réel x, Ak(X — a)® = 0. Mais cette
P P P
k=0

P
derniére égalité est impossible car, puisque A, # 0, le polynéme Z Ak (X—a)¥ est de degre P et n’est donc pas le polyndéme

k=0
nul. Donc, la famille ((X — a)k)0<k<n est libre.
En résumé, la famille ((X — a)k)o<k<n est libre et génératrice de R, [X]. Donc la famille ((X — a)k)o<k<n est une base
de R, [X].
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